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ESPACE DE MODULES MARQUÉS DES SURFACES
PROJECTIVES CONVEXES DE VOLUME FINI
par
Ludovi Marquis
Résumé.  Cet artile est la suite de l'artile [Mar 1℄ dans lequel l'auteur aratérisait le fait
d'être de volume ni pour une surfae projetive onvexe. On montre ii que l'espae des modules
βg,p des strutures projetives onvexes de volume ni sur la surfae Σg,p de genre g à p pointes
est homéomorphe à R16g−16+6p.
Enn, on montre que βg,p s'identie à une omposante onnexe de l'espae des représentations
du groupe fondamental de Σg,p dans SL3(R) qui onservent les paraboliques à onjugaison près.
Abstrat.  This artile follow the artile [Mar 1℄ in whih the author haraterize the fat of
being of nite volume for a onvex projetive surfae. We show here that the moduli spae of the
onvex projetive surfae Σg,p of genius g with p puntures is homeomorphi to R
16g−16+6p
.
Finally, we show that βg,p an be identify with a onneted omponent of the spae of represen-
tation of the fundamental group of Σg,p in SL3(R) whih keep the paraboli modulo onjugaison.
1. Introdution
1.1. Présentation des résultats.  Soit C une partie de l'espae projetif réel Pn = Pn(R),
on dira que C est onvexe lorsque l'intersetion de C ave toute droite de Pn est onnexe. Une
partie onvexe C est dite proprement onvexe lorsqu'il existe un ouvert ane ontenant l'adhé-
rene C de C.
Une struture projetive proprement onvexe sur une variété sans bord M est un homéomor-
phisme entre M et le quotient d'un ouvert proprement onvexe Ω de Pn par un sous-groupe
disret de SLn+1(R) qui préserve Ω. De tels strutures sur les variétés ompates ont été étu-
diées es dernières années par Benoist, Choi, Goldman, Labourie et Loftin [Ben06b, Ben06a,
Ben00, Ben05, Gol90, CG93, Lab07, Lof01℄.
L'ensemble des strutures projetives proprement onvexes de volume ni à isotopie près sur
une surfae à bord S possède une topologie naturelle (on fera une hypothèse tehnique sur la
géométrie du bord pour simplifer notre étude). Nous allons étudier l'espae des modules marqués
des strutures projetives proprement onvexes à bord géodésique prinipal et de volume ni sur
S, on notera et espae βf (S). Goldman a montré que si S est une surfae sans bord, ompat
et de genre g > 2 alors l'espae βf(S) est homéomorphe à une boule de dimension 16g − 16.
On notera Σg,p la surfae de genre g à p pointes. Nous allons montrer le théorème suivant :
Théorème (3.6).  Supposons que la surfae Σg,p soit de aratéristique d'Euler stritement
négative alors l'espae des modules des strutures projetives proprement onvexes de volume
ni sur la surfae Σg,p est homéomorphe à une boule de dimension 16g − 16 + 6p.
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Si S est une surfae à bord ave un bord non trivial alors l'espae βf (S) n'est pas une variété
mais une variété à bord topologique dont nous déomposerons le bord en strates. Le système
de oordonnées introduit sur l'espae βf (S) est une généralisation du système de oordonnées
utilisé par Goldman pour étudier et espae dans le as où la surfae S est ompate sans
bord. Le système de oordonnées de Goldman étant lui-même une généralisation du système
de oordonnées utilisé par Fenhel et Nielsen pour étudier l'espae des modules des strutures
hyperboliques sur une surfae.
Dans l'artile [Mar 1℄, l'auteur a donné des aratérisations du fait qu'une struture proje-
tive proprement onvexe est de volume ni. On a notamment montré qu'une struture projetive
proprement onvexe à bord géodésique sur une surfae à bord de type ni S est de volume ni
si et seulement si l'holonomie des laets élémentaires non homotopes à une omposante onnexe
du bord de S est parabolique.
Ainsi, [Mar 1℄ permet de faire le lien entre l'espae βf(Σg,p) et un espae de représentations
du groupe fondamental de Σg,p étudié par Fok et Gonharov. En eet, l'holonomie fournit une




ρ est dèle et disrète,
ρ ∈ Hom(pi1(Σg,p), SL3(R)) Im(ρ) préserve un ouvert propre-
ment onvexe Ωρ,
le quotient Ωρ/Γ est homéo-
morphe à Σg,p,
l'holonomie des laets élémen-
taires de pi1(Σg,p) est parabolique.

On verra que le groupe SL3(R) agit librement et proprement sur β
′
g,p, on note βg,p l'espae
quotient. L'auteur a montré dans [Mar 1℄, que l'appliation naturelle donnée par l'holonomie
de l'espae βf(Σg,p) vers l'espae βg,p est injetive. Nous montrerons que 'est en fait un ho-
méomorphisme. Foh et Gonharov ont montré dans [?℄ que l'espae βg,p est homéomorphe à
R16g−16+6p. Nous donnons ii un système de oordonnées "à la Fenhel-Nielsen" sur βf (Σg,p) et
nous gérons aussi le as d'une surfae à bord.
Nous allons aussi montrer que les strutures projetives proprement onvexes de volume ni
sont des objets naturels. Pour ela, nous montrerons le théorème suivant :
Théorème (4.7).  On se donne une surfae sans bord S de aratéristique d'Euler strite-
ment négative. L'espae des modules des strutures projetives proprement onvexe de volume
ni sur la surfae S s'identie à l'une des omposantes onnexes de l'espae des représenta-
tions du groupe fondamental de S dans SL3(R) dont l'holonomie des laets élémentaires est
parabolique, à onjugaison près.
Terminons ette introdution en donnant le plan de e texte. La partie 2 est un rappel des
dénitions de surfaes projetives, projetives proprement onvexes, marquées, à bord géodé-
sique, à bord géodésique prinipal. On dénit ensuite la topologie de l'espae βf (S). On termine
ette partie en donnant des onséquenes failes de la lassiation des automorphismes des
ouverts proprement onvexes (paragraphe 2.3) qui nous seront utiles.
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Dans la troisième partie, on démontre les théorèmes 3.6 et 3.7. La démonstration se déroule
en deux parties. On ommene dans la partie 3.1 par étudier le reollement d'une surfae pro-
jetive proprement onvexe le long d'un laet. Ce résultat a été montré par Goldman, mais
nous reproduisons une preuve pour la ommodité du leteur. Enn, nous alulons l'espaes
des modules des pantalons dont les lasses de onjugaison de l'holonomie des bords est xée.
L'idée de départ est dû à Goldman, il s'agit de déouper un pantalon à l'aide de deux triangles
"en spirales". Cette idée permet de onstruire une bijetion entre les pantalons projetifs pro-
prement onvexes et un objet ombinatoire. La démonstration de Goldman de e point néessite
de nouveaux arguments pour passer au as non ompat. Enn, on termine ette partie en al-
ulant, l'espae des modules de l'objet ombinatoire. Cette partie est une généralisation faile
de la preuve de Goldman.
Dans la quatrième partie, on démontre le théorème 4.7. La démonstration de e théorème se
fait en deux parties. Il faut montrer la fermeture et l'ouverture de l'espae βf(S) dans l'espae
des représentations du groupe fondamental de S dont l'holonomie d'un laet élémentaire est
parabolique. La démonstration de la fermeture est très prohe du travail de Choi et Goldman
qui montre dans [CG93℄, la fermeture de βf (S) dans l'espae des représentations du groupe
fondamental de S, lorsque S est une surfae ompate de genre supérieure ou égale à 2. Pour
obtenir l'ouverture de βf (S) dans l'espae des représentations paraboliques, nous utiliserons
le théorème d'invariane du domaine de Brouwer (le théorème 3.6 montre que βf(S) est une
variété).
2. Préliminaires
2.1. Géométrie de Hilbert. 
2.1.1. Distane de Hilbert.  Cette partie onstitue un rappel de faits onnus en géométrie de
Hilbert. Un exposé plus omplet peut être trouvé dans les artiles [CVV04, CVV08, Ben℄.
Soit Ω un ouvert proprement onvexe de Pn. Hilbert a introduit sur de tels ouverts une
distane, la distane de Hilbert, dénie de la façon suivante :
Soient x 6= y ∈ Ω, on note p, q les points d'intersetion de la droite (xy) et du bord ∂Ω de Ω





Figure 1. La distane de Hilbert





et dΩ(x, x) = 0
• [p : x : y : q] désigne le birapport des points p, x, y, q.
• ‖ · ‖ est une norme eulidienne quelonque sur un ouvert ane A qui ontient Ω.
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Remarque.  Il est lair que dΩ ne dépend ni du hoix de A, ni du hoix de la norme euli-
dienne sur A.
Fait 1.  Soit Ω un ouvert proprement onvexe de Pn.
• dΩ est une distane sur Ω.
• (Ω, dΩ) est un espae métrique omplet.
• La topologie induite par dΩ oïnide ave elle induite par P
n
.
• Le groupe Aut(Ω) des transformations projetives de SLn+1(R) qui préservent Ω est un
sous-groupe fermé de SLn+1(R) qui agit par isométrie sur (Ω, dΩ). Il agit don proprement
sur Ω.
On peut trouver une démonstration de et énoné dans [Ben℄.
2.1.2. La struture nslérienne d'un ouvert proprement onvexe.  Soit Ω un ouvert propre-
ment onvexe de Pn. La métrique de Hilbert dΩ est induite par une struture nslérienne sur
l'ouvert Ω. On identie le bré tangent TΩ de Ω à Ω× A.
Soient x ∈ Ω et v ∈ A. On note p+ (resp p−) le point d'intersetion de la demi-droite dénie
par x et v (resp −v) ave ∂Ω.














Figure 2. La métrique de Hilbert
Fait 2.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe de P2 et A un ouvert ane qui ontient Ω.
• La distane induite par la métrique nslérienne ‖ · ‖· est la distane dΩ.






dΩ(x, x+ tv), où v ∈ A, t ∈ R assez petit.
• dΩ(x, y) = inf
∫ 1
0
‖σ′(t)‖σ(t)dt, où l′ inf est pris sur les hemins σ de lasse C1 tel
que σ(0) = x et σ(1) = y.
Remarque.  ‖v‖x est don indépendante du hoix de A et de ‖ · ‖A.
2.1.3. Mesure sur un ouvert proprement onvexe ( dite mesure de Busemann ).  Nous allons
onstruire une mesure borélienne µΩ sur Ω, de la même façon que l'on onstruit une mesure
borélienne sur une variété riemanienne.
Soit Ω un ouvert proprement onvexe de Pn. On note :
• Bx(1) = {v ∈ TxΩ | ‖v‖x < 1}
• Vol est la mesure de Lebesgue sur A normalisée pour avoir Vol({v ∈ A | ‖v‖ < 1}) = 1.
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La mesure µΩ est indépendante du hoix de A et de ‖ · ‖, ar 'est la mesure de Haussdor
de (Ω, dΩ) (Exemple 5.5.13 [BBI01℄). ( Pour une introdution aux mesures de Haussdor, on
pourra regarder [BBI01℄). La mesure µΩ est don Aut(Ω)-invariante.
2.2. Dynamique des éléments de Aut(Ω).  Dans e paragraphe nous allons rappel-
ler ertaines propositions néessaires pour la suite de e texte. Toutes ses propositions sont
démontrés dans l'artile [Mar 1℄.
Proposition 2.1.  Soit Ω un ouvert proprement onvexe. Soit γ ∈ Aut(Ω), γ fait partie de
l'une des six familles suivantes :
• La famille des éléments dits hyperboliques qui sont onjugués à une matrie de la forme
suivante :
 λ+ 0 00 λ0 0
0 0 λ−
 où, λ+ > λ0 > λ− > 0
et λ+λ0λ− = 1.
• La famille des éléments dits planaires qui sont onjugués à une matrie de la forme
suivante :
 α 0 00 α 0
0 0 β
 où, α, β > 0, α2β = 1
et α, β 6= 1.
• La famille des éléments dits quasi− hyperboliques qui sont onjugués à une matrie de
la forme suivante :
 α 1 00 α 0
0 0 β
 où, α, β > 0, α2β = 1
et α, β 6= 1.
• La famille des eléments dits paraboliques qui sont onjugués à la matrie suivante :
 1 1 00 1 1
0 0 1

• La famille des eléments dits elliptiques qui sont onjugués à une matrie de la forme
suivante :
 1 0 00 cos(θ) − sin(θ)
0 sin(θ) cos(θ)

Où, 0 < θ < 2pi.
• La famille omposée uniquemenent de L'identité :
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2.2.1. Dynamique hyperbolique.  Soit γ un élément hyperbolique de SL3(R), γ est onjugué
à la matrie  λ+ 0 00 λ0 0
0 0 λ−
 Où, λ+ > λ0 > λ− > 0
et λ+λ0λ− = 1.
On note :
• p+γ le point propre de P
2
assoié à la valeur propre λ+.
• p0γ le point propre de P
2
assoié à la valeur propre λ0.
• p−γ le point propre de P
2
assoié à la valeur propre λ−.
• D+,−γ la droite stable de P
2
assoiée aux valeurs propres λ+, λ−.
• D+,0γ la droite stable de P
2
assoiée aux valeurs propres λ+, λ0.
• D−,0γ la droite stable de P
2
assoiée aux valeurs propres λ−, λ0.
Remarque.  Tout au long de e texte, l'indie γ pour désigner un espae stable de γ sera
omis si le ontexte est lair.
Proposition 2.2.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe et γ ∈ Aut(Ω) un élément hy-
perbolique. Alors, on a p+, p− ∈ ∂Ω et p0 /∈ Ω.
On peut à présent dénir l'axe d'un élément hyperbolique qui agit sur un ouvert proprement
onvexe.
Dénition 2.3.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe et γ ∈ Aut(Ω) un élément hyper-
bolique. L'axe de γ que l'on notera Axe(γ) est le segment ouvert de la droite (p−p+) qui est
inlus dans Ω et dont les extrémités sont p− et p+.







Figure 3. Dynamique d'un élément hyperbolique
Proposition 2.4.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe et γ ∈ Aut(Ω) un élément hy-
perbolique.
• Si p0 /∈ Ω et Axe(γ) ⊂ Ω alors
• ∂Ω est C1 en p+ et en p−.
• p0 = Tp+∂Ω ∩ Tp−∂Ω.
• Si p0 /∈ Ω et Axe(γ) ⊂ ∂Ω alors
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• ∂Ω n'est pas C1 en p+ et en p−.
• Les demi-tangentes à ∂Ω en p+ sont (p+p−) et (p+p0).
• Les demi-tangentes à ∂Ω en p− sont (p+p−) et (p−p0).
• Si p0 ∈ Ω et Axe(γ) ⊂ Ω alors
• [p+, p0] et [p−, p0] ⊂ ∂Ω.
• ∂Ω est C1 en p+, p− et p0 = Tp+∂Ω ∩ Tp−∂Ω.
• Si p0 ∈ Ω et Axe(γ) ⊂ ∂Ω alors
• [p+, p0] et [p−, p0] ⊂ ∂Ω.
• Ω est un triangle dont les sommets sont p+, p0, p−.
2.2.2. Dynamique planaire.  Soit γ un élément planaire de SL3(R), γ est onjugué à la
matrie  α 0 00 α 0
0 0 β
 où, α, β > 0, α2β = 1
et α, β 6= 1.
On note :
• pγ le point propre de P
2
assoié à la valeur propre β.
• Dγ la droite propre de P
2
assoiée à la valeur propre α.
La dynamique des éléments planaires étant extrément simple, on obtient failement la pro-
postion suivante.
Proposition 2.5.  Soit Ω un ouvert proprement onvexe. Soit γ ∈ Aut(Ω) un élément pla-
naire. Alors, Ω est un triangle dont l'un des sommets est pγ et le té de Ω opposé à pγ est
inlus dans la droite Dγ.
Comme le stabilisateur d'un triangle dans P2 est le groupe des matries diagonales à diagonale
stritement positive. On obtient le orollaire suivant :
Corollaire 2.6.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe et Γ un sous-groupe disret sans
torsion de Aut(Ω). Si la surfae Ω/Γ est de aratéristique d'Euler stritement négative alors
Ω n'est pas un triangle. En partiulier, auun élément du groupe Γ n'est planaire.
2.2.3. Dynamique quasi-hyperbolique.  Soit γ un élément quasi-hyperbolique de SL3(R), γ
est onjugué à la matrie  α 1 00 α 0
0 0 β
 Où, α, β > 0, α2β = 1
et α, β 6= 1.
On note :
• p1γ le point propre de P
2
assoié à la valeur propre β.
• p2γ le point propre de P
2
assoié à la valeur propre α.
• Dγ la droite stable de P
2
assoiée à la valeur propre α.
On peut dénir l'axe d'un élément quasi-hyperbolique qui agit sur un ouvert proprement
onvexe de la même façon que pour un élément hyperbolique. La même démonstration que
dans le as hyperbolique donne la proposition suivante :
Proposition 2.7.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe et γ ∈ Aut(Ω) un élément quasi-
hyperbolique. Alors, on a p1, p2 ∈ ∂Ω.
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Dénition 2.8.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe et γ ∈ Aut(Ω) un élément quasi-
hyperbolique. L'axe de γ que l'on notera Axe(γ) est le segment ouvert de la droite (p1p2) qui





Figure 4. Dynamique d'un élément quasi-hyperbolique
Proposition 2.9.  Soit Ω un ouvert proprement onvexe. Soit γ ∈ Aut(Ω) un élément quasi-
hyperbolique. Alors,
• Axe(γ) ⊂ ∂Ω.
• ∂Ω n'est pas C1 en p2 et les demi-tangentes à ∂Ω en p2 sont (p1p2) et D.
• ∂Ω est C1 en p1 et Tp1∂Ω = (p
1p2).
2.2.4. Dynamique parabolique.  Soit γ un élément parabolique de SL3(R), γ est onjugué à




• pγ l'unique point xe de γ sur P
2
.
• Dγ l'unique droite xe de γ sur P
2
.
La gure 2.2.4 illustre la dynamique d'un élément parabolique.
 
Figure 5. Dynamique d'un élément parabolique
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Proposition 2.10.  Soit Ω un ouvert proprement onvexe. Soit γ ∈ Aut(Ω) un élément
parabolique. Alors,
• p ∈ ∂Ω.
• ∂Ω est C1 en p.
• Tp∂Ω = D.
• p n'appartient pas à un segment non trivial du bord de Ω.
2.2.5. Dynamique elliptique.  On onsidère Γ un sous-groupe disret de SL3(R) qui préserve
un ouvert proprement onvexe de P2 et on suppose que Γ est un groupe de surfae.
Comme le groupe Γ est un sous-groupe disret de SL3(R), tout éventuel élément elliptique de
Γ est d'ordre ni. Mais le groupe Γ est un groupe de surfae don sans torsion. Auun élément
du groupe Γ n'est don elliptique.
2.3. Conséquene faile de la lassiation des automorphismes des ouverts pro-
prement onvexes.  Les propositions suivantes sont des onséquenes évidentes des pro-
positions du paragraphe 2.2.
Proposition 2.11.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe et γ ∈ Aut(Ω) d'ordre inni,
alors, la trae de γ est supérieure ou égale à 3 ave égalité si et seulement si γ est parabolique
ou l'élément identité.
On introduit les sous-ensembles de R2 suivants :
R = {(λ, τ) ∈ R2 | 0 < λ < 1, 2√
λ
< τ < λ+ λ−2}
RQH nonC1 = {(λ, τ) ∈ R
2 | 0 < λ < 1, τ = λ+ λ−2}
RQH C1 = {(λ, τ) ∈ R
2 | 0 < λ < 1, τ = 2√
λ
}
RP = {(1, 2)}
R̂ = R ∪RQH nonC1 ∪RQH C1
On pourra remarquer que R est un ouvert de R2 homéomorphe à R2 dont le bord est la
réunion des 2 sous-variétés RQH nonC1 et RQHC1 homéomorphes à R et du point RP .
Enn, l'espae R̂ est une variété à bord homéomorphe à [0, 1]× R.
Dénition 2.12.  Soit γ ∈ SL3(R) dont le spetre est réel et stritement positif, on note
λ1 6 λ2 6 λ3 les valeurs propres de γ. On notera λ(γ) = λ1 la plus petite valeur propre de γ et
τ(γ) = λ2 + λ3 la somme des deux autres.
La proposition suivante est alors une simple onséquene de la lassiation des automor-
phismes des ouverts proprement onvexes.
Proposition 2.13.  Soient Ω un ouvert proprement onvexe de P2 et γ ∈ Aut(Ω), on suppose
que γ possède un point xe p ∈ ∂Ω. On suppose de plus que si γ est quasi-hyperbolique ou
hyperbolique alors p est un point xe répulsif. Alors le spetre de γ est réel, stritement positif
et on a :
• L'élément γ est hyperbolique si et seulement si (λ(γ), τ(γ)) ∈ R
• L'élément γ est quasi-hyperbolique et p n'est pas un point C1 de ∂Ω si et seulement si
(λ(γ), τ(γ)) ∈ RQH nonC1
• L'élément γ est quasi-hyperbolique et p est un point C1 de ∂Ω si et seulement si (λ(γ), τ(γ)) ∈
RQH C1
• L'élément γ est parabolique si et seulement si (λ(γ), τ(γ)) ∈ RP
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2.4. Dénition des surfaes projetives proprement onvexes.  Tout au long de e
texte une surfae sera une variété onnexe orientable de dimension 2 à bord. On note E un
demi-espae ane fermé de P2.
Une struture projetive réelle à bord géodésique sur une surfae S est la donnée d'un atlas
maximal ϕU : U → E sur S tel que les fontions de transitions ϕU ◦ ϕ−1V sont des éléments de
SL3(R), pour tous ouverts U et V de l'atlas de S tel que U ∩ V 6= ∅.
Remarque.  Pour simplier la rédation on dira  struture projetive  à la plae de  stru-
ture projetive réelle à bord géodésique .
Un isomorphisme entre deux surfaes munies de strutures projetives est un homéomor-
phisme qui, lu dans les artes, est donné par des éléments de SL3(R).
La donnée d'une struture projetive sur une surfae S est équivalente à la donnée :
1. d'un homéomorphisme loal dev : S˜ → P2 appelée développante, où S˜ est le revêtement
universel de S,
2. d'une représentation hol : pi1(S) → SL3(R) appelée holonomie tel que la développante
est pi1(S)-équivariante ( i.e pour tout x ∈ S˜, et pour tout γ ∈ pi1(S) on a dev(γ x) =
hol(γ)dev(x)).
De plus, deux strutures projetives données par les ouples (dev, hol) et (dev′, hol′) sont
isomorphes si et seulement si il existe un élément g ∈ SL3(R) tel que dev
′ = g ◦ dev et
hol′ = g ◦ hol ◦ g−1.
Lorsqu'on s'intéresse à l'ensemble des strutures sur une surfae à équivalene près, il faut
faire attention à introduire la bonne relation d'équivalene sur l'ensemble des strutures en
question. A première vue, on pourrait penser que la bonne relation d'équivalene est tout
simplement l'existene d'un isomorphisme. Mais, si on introduit ette relation, alors l'espae
quotient n'est en général pas une variété. C'est pourquoi on introduit la notion de surfae
marquée et la notion d'isotopie.
Dénition 2.14.  Soit S une surfae, une struture projetive marquée sur S est la donnée
d'un homéomorphisme ϕ : S → S ′ où S ′ est une surfae projetive. On note P′(S) l'ensemble
des strutures projetives marquées sur S.
Deux strutures projetives marquées sur S, ϕ1 : S → S1 et ϕ2 : S → S2 sont dites isotopiques
lorsqu'il existe un isomorphisme h : S1 → S2 tel que ϕ
−1
2 ◦h◦ϕ1 : S → S est un homéomorphisme
isotope à l'identité. On note P(S) l'ensemble des strutures projetives marquées sur S modulo
isotopie.
On peut à présent dénir une topologie sur l'ensemble des strutures projetives marquées
sur la surfae S. On introduit l'espae :
D′(S) =

dev : S˜ → P2 est un homéomorphisme loal
(dev, hol) hol : pi1(S)→ SL3(R)
dev est pi1(S)− équivariante

Les espaes S˜, P2, pi1(S) et SL3(R) sont des espaes topologiques loalement ompats. On
munit l'ensemble des appliations ontinues entre deux espaes loalement ompats de la to-
pologie ompat-ouvert. Ainsi, l'espae D′(S) est munie d'une topologie. Le groupe Homeo0(S)
des homéomorphismes isotopes à l'identité agit naturellement sur D′(S). Le groupe SL3(R) agit
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aussi naturellement sur D′(S). Ces deux ations ommutent. L'espae quotient est l'espae P(S)
des strutures projetives marquées sur S à isotopie près. On le munit de la topologie quotient.
On ne s'intéresse qu'à un ertain type de struture projetive : les strutures projetives
proprement onvexes.
Dénition 2.15.  Soit S une surfae, une struture projetive est dite proprement onvexe
sur S lorsque la développante est un homéomorphisme sur une partie C proprement onvexe
de P2. On note β(S) l'ensemble des strutures projetives proprement onvexes sur S modulo
isotopie.
Il est important de remarquer que la dénition que l'on a hoisi de surfaes projetives fournit
une ontrainte sur la géométrie du bord d'une surfae projetive. En eet, on a supposé que
l'atlas d'une surfae projetive était à valeur dans un demi-espae ane fermée E. Par onsé-
quent, pour tout ouvert U de l'atlas tel que U ∩ ∂S 6= ∅ et pour toute omposante onnexe
B de U ∩ ∂S, ϕU(B) est inlus dans une droite de P2. Ainsi, tout relevé d'une omposante
onnexe B du bord de S est un segment ouvert s de P2 préservé par un élément γ ∈ SL3(R),
qui est l'holonomie d'un laet librement homotope à la omposante onnexe B du bord de S.
Cei explique la terminologie de struture projetive  à bord géodésique . Nous étudierons
une lasse légèrement plus restritive de struture projetive, on dira que le bord B est prinipal
lorsque γ est un élément hyperbolique ou quasi-hyperbolique de SL3(R) et l'une des extrémités
de s est un point attratif de γ et l'autre un point répulsif. Une struture projetive sera dite
à bord géodésique prinipal lorsque tout es bords sont prinipaux.
Soit S une surfae projetive proprement onvexe, l'appliation développante permet d'iden-
tier le revêtement universel S˜ de S à une partie C proprement onvexe de P2. On notera
pi : C → S le revêtement universel de S. L'intérieur Ω de C est naturellement muni d'une me-
sure µΩ invariante sous l'ation du groupe fondamental pi1(S) de S. Par onséquent, il existe
une unique mesure µS sur l'intérieur
◦
S de S telle que pour tout borélien A de Ω, si pi : Ω→
◦
S
restreinte à A est injetive alors µS(pi(A)) = µΩ(A).
Dénition 2.16.  Soit S une surfae, on dit qu'une struture projetive proprement onvexe
sur S est de volume ni lorsque pour tout fermé F de l'intérieur
◦
S de S, on a µS(F ) < ∞.
On note βf (S) l'espae des modules des strutures projetives marquées proprement onvexes
à bord géodésique prinipal de volume ni sur S.
3. Paramétrisation de l'espae des modules
Dans e paragraphe, nous allons expliquer la méthode que nous allons suivre pour montrer le
théorème 1.1, ainsi que sa version dans le adre des surfaes à bord. On termine en donnant les
théorèmes de paramétrisation de l'espae des modules des strutures projetives proprement
onvexes de volume ni sur une surfae sans bord et à bord. Nous allons à présent rappeler
quelques dénitions élémentaires de topologie des surfaes.
Dénition 3.1.  Soit S une surfae, on dit qu'un laet traé sur S, c : S1 → S est simple
s'il est injetif. On dit qu'un laet simple c traé sur S est élémentaire si S − c possède deux
omposantes onnexes et l'une d'elles est un ylindre. Lorsque S n'est pas un ylindre, on
appellera l'adhérene de la omposante homéomorphe à un ylindre la omposante élémentaire
assoiée à c.
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Remarque.  Soient S une surfae et c un laet élémentaire traé sur S, alors on a l'alternative
suivante :
• La omposante élémentaire assoiée à c est un ylindre ave un seul bord. On dira alors
que c fait le tour d'un bout.
• La omposante élémentaire assoiée à c est un ylindre ave deux bords. Dans e as c est
librement homotope à une omposante onnexe du bord de S.
Tout au long de e texte, on notera Σg,b,p la surfae obtenue en retirant b disques ouverts
disjoints et p points distints à la surfae de genre g (on suppose bien sûr aussi que les points
n'appartiennent pas à l'adhérene des disques que l'on retirent).
Le théorème suivant est le point de départ de notre étude. Il aratérise le fait qu'une struture
projetive est de volume ni en terme d'holonomie. Ce théorème est le resultat prinipal de
l'artile [Mar 1℄.
Théorème 3.2 (M).  Une struture projetive proprement onvexe à bord géodésique prin-
ipal sur la surfae Σg,b,p est de volume ni si et seulement si l'holonomie des laets qui font le
tour d'un bout est parabolique et l'holonomie des laets élémentaires homotopes à une ompo-
sante onnexe du bord est hyperbolique ou quasi-hyperbolique.
On rappelle la proposition suivante qui est démontré dans [Mar 1℄.
Proposition 3.3 (M).  Soit S une surfae, on munit S d'une struture projetive onvexe et
on note Ω l'intérieur de la partie proprement onvexe donné par la développante de la struture
projetive de S. L'holonomie de tout laet non élémentaire est un élément hyperbolique qui
vérie que p0γ /∈ ∂Ω.
On rappelle brièvement la dénition d'une déomposition en pantalon.
Dénition 3.4.  Soit S une surfae, une famille de laets (ci)i∈I de S est une déomposi-
tion en pantalon de S lorsque les (ci)i∈I sont des laets simples, deux à deux disjoints et les
omposantes onnexes de S privée de la réunion des (ci)i∈I sont des pantalons ouverts.
Pour paramétrer l'espae des modules des strutures projetives de volume ni sur une sur-
fae S, nous allons utiliser une déomposition en pantalon de la surfae à l'aide d'un ensemble
ni de laets (ci)i∈I . Dans le as d'une surfae de Riemann, on voit apparaître deux types de
paramètres : la lasse de onjugaison de l'holonomie des laets (ci)i∈I et un paramètre de twist
le long de haun des (ci)i∈I . Dans le as projetive onvexe, les hoses se ompliquent un peu.
Tout d'abord la lasse de onjugaison de l'holonomie des laets (ci)i∈I et le paramètre de twist
le long de haun des (ci)i∈I ne sont plus mesurés à l'aide d'un nombre réel mais à l'aide d'un
élément de R2. Et aussi, alors qu'il existe un et un seul pantalon hyperbolique dont les bords
sont de longueur xée, l'espae des modules des pantalons projetifs proprement onvexes dont
les lasses de onjugaison de l'holonomie des bords est xée est homéomorphe à R2.
Lorsque qu'on déoupe une surfae à bord S en pantalon, on obtient trois types d'holonomie
pour les laets élémentaires des pantalons :
• Les laets qui viennent d'un laet non élémentaire dans S, l'holonomie de es laets est
hyperbolique.
• Les laets qui font le tour d'un bout de S, l'holonomie de es laets est parabolique.
• Les laets homotopes à une omposante onnexe du bord de S, l'holonomie de es laets
est hyperbolique ou quasi-hyperbolique.
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Dénition 3.5.  Un pantalon ave mémoire est une surfae Σ0,b,p, ave b+ p = 3, ainsi que
la donnée pour haun des bords d'une orientation et de l'un des mots suivants : {oupure,
bord}. On note P ∗i,j,k le pantalon ave mémoire qui possède i bords marqués "oupure", j bords
marqués "bord" et k pointes. On a une dénition naturelle de βf(P
∗
i,j,k) : il s'agit de l'espae
des modules des strutures projetives onvexes marquées de volume ni sur la surfae Σ0,i+j,k
telle que l'holonomie des bords marqués "oupure" est hyperbolique.
Soient Σg,b,p une surfae de aratéristique d'Euler stritement négative et une famille de
laets (ci)i∈I de S qui dénit une déomposition en pantalon de S, on note (Pj)j∈J l'ensemble
des pantalons obtenus. On se donne une famille (bk)k=1,...,b de laets élémentaires homotopes à
une omposante onnexe du bord de S telle que toutes les omposantes onnexes du bord sont
représentées une et une seule fois. On notera P ∗j le pantalon ave mémoire assoié à Pj de la
façon suivante :
• Les bords de Pj qui viennent d'un laet non élémentaire de S sont marqués "oupures".
• Les bords de Pj qui viennent d'un laet élémentaire de S sont marqués "bords".
L'orientation des bords de Pj est l'orientation donnée par les laets (ci)i∈I et (bk)k=1,...,b.
On peut à présent énoner notre paramétrisation de l'espae des modules. Commençons par
énoner le théorème dans le as sans bord.
Théorème 3.6.  Soient Σg,0,p une surfae sans bord de aratéristique d'Euler stritement
négative et une famille de laets (ci)i∈I de S qui dénit une déomposition en pantalon de S,
on note (P ∗j )j∈J l'ensemble des pantalons ave mémoire obtenus. Alors,
1. Les laets (ci)i∈I ne sont pas élémentaires.
2. |I| = 3g − 3 + p et |J | = −χ(Σg,b,p) = 2g − 2 + p.
3. L'holonomie des ci pour i ∈ I est hyperbolique.





j ) est une bration qui admet une ation
simplement transitive préservant les bres du groupe (R2)I .
5. On note (crj)r=1...lj la sous-famille de (ci)i∈I des lj laets élémentaires du pantalon Pj
homotopes à une omposante onnexe du bord du pantalon Pj. L'appliation :
βf(P
∗
j ) → R
lj
P 7→ (λ(Hol(crj)), τ(Hol(c
r
j)))r=1...lj
est une bration dont les bres sont homéomorphes à R2.
6. En partiulier, βf(Σg,0,p) est homéomorphe à R
16g−16+6p
.
On donne à présent l'énoné dans le as à bord.
Théorème 3.7.  Soient Σg,b,p une surfae à bord de aratéristique d'Euler stritement né-
gative et une famille de laets (ci)i∈I de S qui dénit une déomposition en pantalon de S, on
note (bk)k=1,...,b une famille de laets élémentaires homotopes à une omposante onnexe du bord
de S telle que toutes les omposantes onnexes du bord sont représentées une et une seule fois.
On note (P ∗j )j∈J l'ensemble des pantalons ave mémoire obtenus. Alors,
1. Les laets (ci)i∈I ne sont pas élémentaires.
2. |I| = 3g − 3 + p+ b et |J | = −χ(Σg,b,p) = 2g − 2 + p+ b.
3. L'holonomie des ci pour i ∈ I est hyperbolique.





j ) est une bration qui admet une ation
simplement transitive préservant les bres du groupe (R2)I .
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5. On note (crj)r=1...lj la sous-famille de (ci)i∈I des lj laets élémentaires du pantalon Pj qui
sont homotopes à une omposante onnexe du bord du pantalon Pj marqué "oupure". On
note (bsj)s=1...mj la sous-famille de (bk)k=1,...,b des mj laets élémentaires du pantalon Pj




j ) → R
lj × R̂mj







est une bration dont les bres sont homéomorphes à R2.
6. En partiulier, βf(Σg,b,p) est une variété topologique à bord de dimension 16g−16+6p+8b
homéomorphe à R16g−16+6p+7b × [0, 1]b.
La démonstration de e théorème va néessiter plusieurs lemmes. Mais ommençons plutt
par donner les étapes de la démonstration. Les deux premiers points sont des résultats lassiques
de topologie des surfaes. Le troisième point est une onséquene du premier point et de la
proposition 3.3. Le quatrième point est un résultat de Goldman ([Gol90℄) dont nous donnons
une démonstration au paragraphe 3.1 pour la ommodité du leteur. Le inquième point est le
point le plus tehnique, l'idée vient de Goldman ([Gol90℄) mais ette fois-i, nous aurons besoin
d'un réel travail pour pouvoir utiliser es idées, on verra ela au paragraphe 3.2. Le sixième et
dernier point est une simple onséquene des points 4. et 5. et du alul suivant.
• L'holonomie des (ci)i∈I donne |I| éléments de R, soit 2(3g − 3 + p) paramètres.
• Dans le as ave bord, les bords fournissent b éléments de R̂.
• Les pantalons (Pj)j∈J donnent deux paramètres haun, soit 2(2g − 2 + p) paramètres.
• Le reollement de deux pantalons le long d'un ci fournit deux paramètres, soit 2(3g−3+p)
paramètres.
• Bilan : l'espae des modules est homéomorphe à RI × R̂b × (R2)J × (R2)I qui est une
variété topologique à bord de dimension 2(3g−3+p)+2b+2(2g−2+p)+2(3g−3+p) =
16g − 16 + 8b+ 6p.
Remarque.  Dérivons un peu la struture de βf(Σg,b,p). L'intérieur de βf (Σg,b,p) est homéo-
morphe à R16g−16+8b+6p. Il s'agit des strutures pour lesquels l'holonomie des laets homotopes
à une omposante onnexe du bord est hyperbolique.
Plus généralement, on peut déomposer βf (Σg,b,p) en une réunion de variétés lisses (strates)
toutes homéomorphes à des boules. Et, si d 6 b l'espae βf(Σg,b,p) possède 2
d×Cdb strates de o-
dimension d. En eet, la réunion des strates de odimension d est l'ensemble des strutures dont
l'holonomie de d laets homotopes à une omposante onnexe du bord est quasi-hyperbolique.
Choisir une strate de dimension d, 'est don hoisir d laets parmi les laets (bk)k=1,...,b et
ensuite pour haun d'eux hoisir si le point xe répulsif de l'holonomie est C1 ou non. Il n'y a
pas de strate de odimension d, si d > b. Enn, on peut remarquer que l'adhérene des strates
de odimension d est l'ensemble des strates de odimension d′ > d.
3.1. Démonstration du quatrième point du théorème 3.7.  Le but de e paragraphe
est de montrer le quatrième point du théorème 3.7. Commençons par rappeler quelques proposi-
tions lassiques de géométrie hyperbolique qui sont enore vrai dans pour les surfaes projetives
proprement onvexes.
Proposition 3.8.  Soit S une surfae, on munit S d'une struture projetive proprement
onvexe. Alors, tout laet simple non élémentaire traé sur S est librement homotope à une
géodésique simple.
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Proposition 3.9.  Soit S une surfae, on munit S d'une struture projetive proprement
onvexe. Soient c1 et c2 deux laets simples et non élémentaires traés sur S, on note λ1 (resp.
λ2) l'unique géodésique librement homotope à c1 (resp. c2). Si c1 est simple alors λ1 est simple.
Si les laets c1 et c2 ne s'intersetent pas, alors les géodésiques λ1 et λ2 ne s'intersetent pas.
Les démonstrations sont identiques à elle du monde hyperbolique. On peut les trouver dans
[Gol90, Mar 1℄.
On onsidère une surfae S et c un laet simple et non élémentaire traé sur S. On note S|c
la surfae topologique obtenue en retirant c à S et en ajoutant deux bords orrespondants à c.
C'est possible ar S est orientable. On note βf(S|c
∗) l'espae des modules des strutures pro-
jetives de volume ni sur la surfae S|c tel que les holonomies des deux bords orrespondants
à c sont hyperboliques et onjuguées.
Il y a une appliation naturelle de ϕ|c : βf(S) → βf(S|c∗). Expliquons sa onstrution de
façon suinte. On onsidère une surfae projetive proprement onvexe S ∈ βf (S), elle est
donnée par un homéomorphisme de S vers le quotient d'une partie proprement onvexe C de
P2 par un sous-groupe disret Γ de SL3(R) qui préserve C. Le laet c est librement homotope à
une géodésique de S, on peut don supposer que tout relevé de c à C est un segment ouvert de
C dont les extrémités sont sur le bord de C. On hoisit un relevé λ de c, omme le laet c est
simple, les images de λ par Γ ne s'intersetent pas.
Pour onstruire ϕ|c, il faut distinguer deux as : la surfae S|c est onnexe ou bien la sur-




γλ. On note Γ|c le stabilisateur dans Γ de C′|c. On note C|c le onvexe obtenu en
ajoutant à C′|c les relevés de c qui bordent C
′
|c. Le ouple (C|c,Γ|c) fournit la struture voulue sur
S|c, elle-i est lairement proprement onvexe et elle est de volume ni d'après le théorème 3.2.
Dans le seond as, on note C′1|c et C
′2




λ. On note Γ1|c (resp. Γ
2









onvexe obtenu en ajoutant à C′1|c (resp. C
′2











|c) fournissent la struture voulue sur S|c, elle-i est lairement pro-
prement onvexe et elle est de volume ni d'après le théorème 3.2.
On peut à présent énoner la proposition 3.10 dont le point 4. est une onséquene évidente.
Proposition 3.10.  Soient S une surfae et c un laet simple et non élémentaire de S, l'ap-
pliation naturelle de ϕ|c : βf(S)→ βf (S|c∗) est une bration qui admet une ation simplement
transitive du groupe R2 sur es bres.
Dans le paragraphe 3.1.1 nous allons onstruire ette ation et dans le paragraphe 3.1.2 nous
montrerons que ette ation est simplement transitive.
3.1.1. Constrution de l'ation de R2.  On reprend les notations du paragraphe préédent.
On sait que l'holonomie γ de c est hyperbolique ave p0γ /∈ C. On peut supposer que l'élément
γ est donné par une matrie diagonale à diagonale stritement positive et que les entrées de la
diagonale de γ sont ordonnées par ordre roissant.
Soient (u, v) ∈ R2, on dénit les deux matries suivantes :
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T u =
 e−u 0 00 1 0
0 0 eu
 Uv =
 e−v 0 00 e2v 0
0 0 e−v

La omposante neutre du entralisateur de γ dans SL3(R) est le groupe D isomomorphe à
R2 donné par D = {T uUv | (u, v) ∈ R2}. Nous allons dénir une ation de D sur βf(S) qui
préserve la bration ϕ|c : βf(S)→ βf(S|c∗).
On se donne deux réels u et v et on va onstruire une nouvelle struture projetive propre-
ment onvexe sur S. On note dev0 la développante de S et ρ0 son holonomie. Il faut distinguer
deux as : la surfae S|c est onnexe ou bien la surfae S|c possède deux omposantes onnexes.
On ommene par le seond as ar il est plus faile à visualiser. On note C′1 et C
′
2 les deux
omposantes onnexes de C −
⋃
γ∈Γ
γλ qui bordent λ. On note Γ1 (resp. Γ2) le stabilisateur dans
Γ de C′1 (resp. C
′
2). Le groupe Γ est le produit amalgamé du groupe Γ1 et Γ2 le long du groupe
engendré par γ. La nouvelle holonomie ρu,v est dénie de la façon suivante :
• Si δ ∈ Γ1 alors on pose ρu,v(δ) = ρ0(δ).
• Si δ ∈ Γ2 alors on pose ρu,v(δ) = T
uUvρ0(δ)U
−vT−u.
• Cette dénition n'est pas ambiguë ar T uUv ommute ave γ.
La nouvelle développante est l'unique homéomorphisme ρu,v-équivariant qui prolonge l'appli-







• Si x ∈ C′1 alors on pose devu,v(x) = dev0(x).
• Si x ∈ C′2 alors on pose devu,v(x) = T
uUvdev0(x).
• L'existene et l'uniité du prolongement de devu,v à C = S˜ est évidente.
Dans le premier as, on note C′ une omposante onnexe de C −
⋃
γ∈Γ
γλ. On note Γ′ le stabili-
sateur dans Γ de C′. Enn, on note α un élément de Γ qui orrespond à un hemin simple traé
sur S|c reliant les deux bords de S|c orrespondant à c. Nous allons modier la développante
dev0 de S ainsi que son holonomie ρ0. Le groupe Γ est l'HNN-extension de Γ
′
relativement à α.
La nouvelle holonomie ρu,v est dénie de la façon suivante :
• Si δ ∈ Γ′ alors on pose ρu,v(δ) = ρ0(δ).
• On pose ρu,v(α) = T
uUvρ0(α).
• Cette dénition ne dépend pas du hoix de l'élément α ar T uUv ommute ave l'élément
γ.
La nouvelle développante est l'unique homéomorphisme ρu,v-équivariant qui prolonge l'appli-
ation devu,v|C′ = dev0|C′.
On a ainsi déni pour tout laet simple non élémentaire c traé sur la surfae projetive
proprement onvexe S ∈ βf(S) une ation du entralisateur D de Hol(c) sur S.
Comme D est isomorphe à R2, nous venons de onstruire pour tout laet simple non élémen-
taire c traé sur la surfae topologique S une ation de R2 sur βf (S) qui préserve la bration
ϕ|c : βf(S) → βf(S|c∗). Ainsi, pour tout ouple (u, v) ∈ R2, tout laet simple traé sur S et
pour tout surfae projetive proprement onvexe S ∈ βf(S), on notera S
(u,v)
la surfae pro-
jetive proprement onvexe de volume ni obtenue par l'ation de (u, v) sur S que l'on vient
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de dénir. Cette ation de R2 sur βf(S) est libre. En eet, il est lair que ρu,v 6= ρ0 pour tout
ouple (u, v) ∈ R2 (Il sut de distinguer les as S|c onnexe et S|c non onnexe).
3.1.2. L'ation de R2 est simplement transitive.  Nous allons montrer le lemme suivant qui
onlut la démonstration de la proposition 3.10.
Lemme 3.11.  Soient S une surfae, c un laet simple non élémentaire de S et S et T deux
surfaes projetives proprement onvexes de βf (S) telles que ϕ|c(S) = ϕ|c(T ), alors il existe un
unique ouple (u, v) ∈ R2 tel que T = S(u,v).
Démonstration.  Comme l'ation de R2 sur βf(S) est libre, il n'y a que l'existene à montrer.
On ne fait que le as où S|c possède deux omposantes onnexes, l'autre as est analogue. On






T ) les parties proprement onvexes assoiées aux deux omposantes
onnexes de S (resp. T ) données par la développante de sa struture projetive. On suppose






T ) orrespondent à la même omposante onnexe de S|c.





et C2T ) sont projetivement équivalentes.
On peut supposer que l'holonomie γ de c pour es 4 strutures projetives est donnée par une
matrie diagonale à diagonale stritement positive, et que les entrées de la diagonale de γ sont




γ sont don les mêmes pour es 4 strutures, ils
dénissent un pavage de P2 par 4 triangles fermés. Deux de es triangles bordent l'axe de γ, on
les note ∆1 et ∆2. La dynamique des éléments hyperboliques montre que, quitte à renuméroter,






T ) sont inlus dans ∆1 (resp. ∆2).
Les parties proprement onvexes C1S et C
1
T sont projetivement équivalentes. On peut don
supposer que C1S = C
1





équivalentes. Par onséquent, il existe une transformation projetive f qui identie C2S sur C
2
T .
On peut supposer que elle-i préserve l'axe de γ. Par onséquent, elle doit aussi préserver le





aux points p+γ et p
−





p0γ , 'est don un élément du entralisateur de γ. Par suite, l'élément f appartient au groupe
D, et la struture T sur la surfae topologique S est obtenue par l'ation de f sur S. C'est e
qu'il fallait montrer.
3.2. Démonstration du inquième point du théorème 3.7. 
3.2.1. Les pantalons et l'objet ombinatoire.  Pour éviter les onfusions sur l'objet désigné
par le mot triangle, on utilisera la onvention suivante : un triangle fermé est un fermé d'une
arte ane qui est l'intersetion de trois demi-plans fermés en position générique. Un triangle
ouvert est l'intérieur (qui est toujours non vide) d'un triangle fermé. Un triangle épointé est un
triangle fermé sans ses sommets. Un triangle topologique est l'image d'un triangle épointé par
un homéomorphisme.
L'idée de Goldman est la suivante : nous allons assoier à tout pantalon projetif proprement
onvexe P un objet ombinatoire, à savoir quatre triangles dont la réunion est un hexagone,
muni de trois appliations projetives qui identient ertains triangles entre eux (Voir gure 6).
Le groupe Γ engendré par es trois appliations est isomorphe au groupe libre à 2 générateurs. La
réunion des quatre triangles épointés et de leurs images sous Γ forment un ouvert Ω proprement
onvexe. Le quotient Ω/Γ est le pantalon P.
La démonstration se fait en trois parties. On ommene par onstruire à partir d'un pantalon



























si l'on part de l'objet ombinatoire, alors on obtient bien un pantalon projetif proprement
onvexe (paragraphe 3.2.3). Enn, on alule l'espae des modules de et objet ombinatoire
(paragraphe 3.2.5).
On souhaite omprendre l'espae des modules des pantalons projetifs proprement onvexes
dont les lasses de onjugaison des holonomies des laets élémentaires sont xées. On introduit
don l'espae suivant, on se donne δ1, δ2, δ3 ∈ SL3(R) et on pose :
Q′δ1,δ2,δ3 =

(T0, T1, T2, T3, γ1, γ2, γ3) tel que :
1. T0, T1, T2, T3 sont des triangles épointés et le triangle T0




Ti est un hexagone
onvexe qui possède exatement 6 tés
3. γ3γ2γ1 = 1
4. γ1(T2) = T3, γ2(T3) = T1, γ3(T1) = T2
5.L'élément γi est onjugué à δi dans SL3(R), pour i = 1, ..., 3.

L'ation naturelle de SL3(R) sur Q
′
δ1,δ2,δ3





Soient δ1, δ2, δ3 des éléments de SL3(R) qui sont hyperboliques, quasi-hyperboliques ou pa-
raboliques. Soit P la surfae Σ0,3,0, on numérote les omposantes onnexes du bord de P de
1 à 3. On hoisit aussi une orientation de haun des bords. On note Pδ1,δ2,δ3 le pantalon à
bord obtenue à partir de P en retirant le bord i lorsque l'élément δi est parabolique. On notera
βf (Pδ1,δ2,δ3) l'espae des modules des strutures projetives proprement onvexes sur le pantalon
Pδ1,δ2,δ3 tel que l'holonomie du laet élémentaire orienté numéroté i est onjuguée à δi, pour
i = 1, ..., 3.
Les deux prohains paragraphes sont onsarés à la démonstration de ette proposition.
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Proposition 3.12.  Soient δ1, δ2, δ3 trois éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques ou pa-
raboliques de SL3(R), l'espae βf(Pδ1,δ2,δ3) est homéomorphe à Qδ1,δ2,δ3.
3.2.2. Constrution de l'objet ombinatoire.  Soit P ∈ βf(Pδ1,δ2,δ3), nous allons déouper
l'intérieur de P à l'aide de deux triangles idéaux épointés. Pour ela, on munit le pantalon à
bord Pδ1,δ2,δ3 d'une struture hyperbolique de volume ni. L'holonomie du laet orrespondant
au bord i est don hyperbolique si et seulement si δi est hyperbolique ou quasi-hyperbolique.
Sinon, elle est parabolique.
On triangule le pantalon Pδ1,δ2,δ3 à l'aide de 3 géodésiques li pour la struture hyperbolique
que l'on a hoisi. Si les éléments δi+1 et δi+2 sont hyperboliques ou quasi-hyperboliques alors la
géodésique li est l'unique géodésique qui s'aummule sur les bords i+1mod 3 et i+2mod 3. Si
les éléments δi+1 et δi+2 sont paraboliques alors la géodésique li(t) est l'unique géodésique qui
est inluse dans tout voisinage du bout i + 1mod 3 (lorsque t → −∞ ) et dans tout voisinage
du bout i + 2mod 3 (lorsque t → +∞). Si l'élément δi+1 est parabolique et l'élément δi+2 est
hyperbolique ou quasi-hyperbolique alors li(t) est l'unique géodésique qui est inluse dans tout
voisinage du bout i+ 1mod 3 (lorsque t→ −∞ ) et s'aumule le bord i+ 2mod 3. Le dernier
as se traite de la même façon.
Les dessins de la gure 7 résument la onstrution de la triangulation de Pδ1,δ2,δ3 . La gure


























































Figure 8. Revêtement universel d'un pantalon projetif proprement onvexe
La forme des hemins l1, l2, l3 dépend de l'holonomie du bout. Nous allons montrer que l'on
peut supposer que es hemins sont des géodésiques simples et qu'elles ne s'intersetent pas.
Commençons par analyser es dessins d'un point de vue topologique, on note S l'intérieur
de Pδ1,δ2,δ3. Les hemins l1, l2 et l3 se relèvent en des hemins simples l˜1, l˜2 et l˜3 traés sur le
revêtement universel S˜ de S. Chaun des hemins l˜i vérie que S˜ − l˜i possède deux ompo-
santes onnexes. Ces hemins et leurs images par le groupe fondamental Γ de S dénissent une
triangulation de S˜. Deux triangles topologiques adjaents dénissent un domaine fondamental
pour l'ation de Γ sur S˜. La triangulation ainsi obtenue de S˜ est la triangulation de Faray.
Nous allons montrer que haun de es hemins peut être supposés géodésique. Pour simplier
la disussion, on ne fait que le as où δ1 est parabolique et δ2, δ3 hyperbolique. Les autres as se
traitent de façon analogue. On note C le revêtement universel de P donné par la développante
de P. L'ensemble C est un onvexe proprement onvexe de P2. On note γ1 (resp. γ2 resp. γ3)
les représentants de l'holonomie des laets λ1 (resp. λ2 resp. λ3) donnés par le hoix du point







Les axes de γ2 et γ3 sont inlus dans le bord de C. L'un des relevés l˜3 du hemin l3 onverge
en −∞ vers le point pγ1 et en +∞ vers le point p
−
γ2
. On peut don supposer que le hemin l˜3
est le segment ouvert d'extrémité pγ1 et p
−
γ2
qui est inlus dans C. De la même façon, on peut
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supposer que l˜1 est le segment ouvert d'extrémités p
−
γ2
et p−γ3 inlus dans C et l˜2 le segment
ouvert d'extrémités p−γ3 et pγ1 inlus dans C. La triangulation topologique de S˜ peut don être
réalisée dans Ω l'intérieur de C par des géodésiques qui ne s'intersetent pas. On note T0 l'unique
triangle épointé inlus dans C déni par les points pγ1 , p
−
γ2
, p−γ3 . Les omposantes onnexes de
Ω privé des images des segments l˜1, l˜2, l˜3 sous l'ation du groupe fondamental Γ de P sont des
triangles ouverts. On note Ti le triangle épointé qui borde l˜i, pour i = 1, ..., 3.
L'ation de Γ sur Ω admet pour domaine fondamental la réunion de T0 et de n'importe quel
Ti pour i = 1, ..., 3. Les identiations sont données par les éléments γ1, γ2 et γ3.
La réunion des triangles épointés T0, T1, T2, T3 est un hexagone onvexe ar les triangles
T0, T1, T2, T3 ont leurs sommets sur le bord de l'ouvert proprement onvexe Ω. Cet hexagone
possède six tés ar, s'il possédait deux tés onséutifs sur la même droite, alors la réunion
de es deux otés serait inluse dans le bord de C ; or elle est inluse dans son intérieur puisqu'il
s'agit de relevés des hemins l1, l2, l3.
On vient don de onstruire une appliation de βf(Pδ1,δ2,δ3) vers Qδ1,δ2,δ3 . Le paragraphe sui-
vant a pour but de onstruire l'appliation réiproque.
La seule diulté est de montrer que si l'on se donne un point de Qδ1,δ2,δ3, alors l'ensemble
obtenu en prenant la réunion des images des triangles épointés T0, T1, T2, T3 sous l'ation du
groupe engendré par les éléments γ1, γ2, γ3 est un ouvert proprement onvexe Ω.
3.2.3. Un lemme de onvexité.  L'objet de e paragraphe est de montrer la proposition
suivante :
Proposition 3.13.  Soient δ1, δ2, δ3 ∈ SL3(R) des éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques
ou paraboliques, et (T0, T1, T2, T3, γ1, γ2, γ3) ∈ Qδ1,δ2,δ3, on note Γ le groupe engendré par γ1, γ2, γ3
et Ω la réunion des triangles γT0, γT1, γT2, γT3 pour γ ∈ Γ. L'ensemble Ω est un ouvert pro-
prement onvexe, le groupe Γ est isomorphe au groupe libre à deux générateurs et le quotient
Ω/Γ est un pantalon projetif proprement onvexe dont l'holonomie des laets élémentaires est





Remarque.  C'est ette partie de la démonstration du théorème 3.7 qui dière radialement
de la démonstration de Goldman pour le as ompat. Nous allons montrer ette proposition
"à la main", alors que dans le as ompat, Goldman réussit à utiliser un résultat de Kozsul
pour montrer ette proposition.
Pour montrer ette proposition nous allons introduire un espae abstrait X obtenu de la
façon suivante : on onsidère X˜ la réunion disjointe des triangles γT0, γT1, γT2, γT3 pour γ ∈ Γ.
On introduit une relation d'équivalene ∼ sur X˜. Commençons par la dénir sur les réunions
disjointes Ti+2 ∐ γiTi+1, pour i = 1, ..., 3 (les indies étant alulés modulo 3). Soient x, y ∈
Ti+2 ∐ γiTi+1, on a x ∼ y lorsque :
(x ∈ Ti+2 et y ∈ γiTi+1 et y = x)
Soient x, y ∈ X˜ on a x ∼ y lorsqu'il existe un γ ∈ Γ tel que γx ∼ γy. On note p l'appliation
naturelle p : X → P2, elle permet de dénir la notion de segment dans X.
Dénition 3.14.  Un segment dans X est une appliation ontinue s : [0, 1] → X telle
que p ◦ s : [0, 1] → P2 est une appliation injetive dont l'image est un segment de longueur
stritement inférieure à pi, pour la métrique eulidienne anonique de P2.
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Les sous-ensembles de X de la forme γT0, γT1, γT2, γT3 pour γ ∈ Γ seront appelés les ellules
de X. Leurs intérieurs seront appelés les ellules ouvertes de X.
Dénition 3.15.  Une partie C de X est dite onvexe lorsque pour tout x, y ∈ C, il existe
un segment d'extrémités x et y inlus dans C.
Nous allons montrer le lemme suivant :
Lemme 3.16.  L'ensemble X est onvexe.
La démonstration de e lemme est le oeur de la démonstration de la proposition 3.13. On
lui onsarera don le paragraphe suivant. Mais ommençons par montrer pourquoi e lemme
permet de onlure. Le lemme suivant est évident.
Lemme 3.17.  La restrition de p à la réunion de deux ellules adjaentes est un homéo-
morphisme sur son image.
Lemme 3.18.  La restrition de p à toute partie onvexe C de X est injetive et l'image
p(C) est un onvexe de P2.
Démonstration.  Soient x, y ∈ C, il existe un segment dans X d'extrémités x et y ; par
onséquent l'image p(C) est un onvexe de P2. Si les points x et y vérient p(x) = p(y), alors
x = y puisque par dénition un segment est une appliation injetive.
Démonstration de la proposition 3.13.  Les lemmes 3.16 et 3.18 montrent que l'appliation p
est injetive. De plus, 'est un homéomorphisme loal d'après le lemme 3.17. Par onséquent,
'est un homéomorphisme sur son image Ω. L'ensemble Ω est don un ouvert onvexe.
Le groupe Γ préserve l'ouvert Ω. Un domaine fondamental pour ette ation est la réunion
de deux ellules adjaentes. Et les identiations faites par Γ montrent que le quotient est un
pantalon. Par onséquent, le groupe Γ est un groupe libre à 2 générateurs. Et l'holonomie des





Il reste à montrer que l'ouvert Ω est proprement onvexe. Si l'ouvert Ω n'était pas proprement
onvexe alors le groupe Γ préserverait un point ou une droite de P2. Nous allons montrer que les
droites et les points xes de γ1 ne sont pas préservés par γ2 et γ3. Pour simplier la disussion
on ne fait que le as où les γi sont hyperboliques. Les autres as sont des "dégénéresenes" de
e as. Les droites des tés de T0 dénissent un pavage en 4 triangles fermés de P
2
. Le point
p+γi pour i = 1, ..., 3 ne peut pas appartenir au triangle fermé dont l'intersetion ave le triangle
fermé T0 est le point p
−
γi
et le té opposé au point p−γi , ar sinon p
−
γi
∈ Ω. Par onséquent, les
points (p+γi)i=1,...,3 sont dans les intérieurs des triangles de e pavage. De plus, il est faile de
voir que si i 6= j, alors p+γi et p
+
γj
ne sont pas dans le même triangle. On note Tγi le triangle
ouvert ave p+γi ∈ Tγi , pour i = 1, ..., 3. Le point p
0
γi
est sur la droite tangente au bord ∂Ω de Ω
au point p−γi , par onséquent le point p
0
γi
appartient aussi au triangle Tγi . Ainsi, il n'y a auun
point et auune droite de P2 qui sont xés par les trois éléments γ1, γ2, γ3.
3.2.4. Démonstration du lemme 3.16.  Les omposantes onnexes du bord des ellules de X
seront appelées les murs de X. Soient C1, C2 deux ellules de X, on note CC1,C2 = {(x, y) ∈
C1×C2 | il existe un segment dans X d'extrémités x et y}. Nous allons montrer que CC1,C2 est
ouvert et fermé dans C1 × C2. Le point diile étant la fermeture.
Lemme 3.19.  CC1,C2 est ouvert dans C1 × C2.
Démonstration.  Soit (x, y) ∈ CC1,C2 , il existe un segment s reliant x à y. Comme l'image d'un
segment est ompat elle est inluse dans un nombre ni de ellules de X. On note (xi)i=1...N les
points d'intersetions du segment [x, y] ave les murs de X numérotés via la paramétrisation de
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[x, y]. On pose x0 = x et xN+1 = y. Comme haque ellule est onvexe, il existe des voisinages
Vxi de x
i
(pour i = 1, ..., N + 1) dans X tels que l'enveloppe onvexe dans haque ellule des
ouples (Vxi, Vxi+1) ontienne un voisinage onvexe du segment [x
i, xi+1] inlus dans la ellule
ontenant [xi, xi+1]. Comme la réunion de deux ellules adjaentes est onvexe, la réunion de
es voisinages ontient un voisinage onvexe de [x, y].
On souhaite à présent montrer le lemme suivant.
Lemme 3.20.  CC1,C2 est fermé dans C1 × C2.
Les lemmes 3.18 et 3.17 montrent que p est un homéomorphisme loal. On peut don munirX
de la métrique riemanienne induite par la métrique riemanienne anonique de P2. Le omplété
de X pour ette distane sera noté X.
Lemme 3.21.  Soit (sn)n∈N une suite de segments d'extrémités xn ∈ C1 et yn ∈ C2, le seg-





de X ( ordonnés par la paramétrisation de sn). On note
(xin)i=1...Nn les points d'intersetion de sn ave les murs de X ( ordonnés via la paramétrisation
de sn). Si la suite (xn)n∈N onverge dans X et la suite (x1n)n∈N diverge dans X et onverge
dans X vers x1∞, alors, si n est assez grand, la suite Nn est onstante égale à N , les suites
Mn1 , ...,M
n
N sont onstantes et il existe un γ ∈ Γ et une ellule C
′





′) et yn tend vers x1∞.
Démonstration.  Quitte à extraire on peut supposer que les suites Mn1 et M
n
2 sont onstantes
ar les ellules de X ont un nombre ni de tés. On note C ′ la ellule adjaente à C1 et telle
que C1 ∩ C
′ = Mn1 et C” la ellule adjaente à C
′
et telle que C ′ ∩ C” = Mn2 . Il existe un
élément γ ∈ Γ tel que γC1 = C”.







































Figure 10. Le as parabolique et le as hyperbolique ou quasi-hyperbolique
On note M2i−1 = γi−1M1 et M2i = γi−1M2, pour i > 1. Il est lair que si n est assez grand
alors xin ∈ M
i
, pour i > 1 et xin ∈ M
i
onverge vers x1∞. Don la ellule C2 est de la forme
γnC1 ou γ
nC ′ pour un n ∈ N. La suite Nn est don onstante égale à un ertain N et les suites
Mn1 , ...,M
n
N sont onstantes et yn tend vers x
1
∞.
On peut à présent montrer le lemme 3.20.
Démonstration du lemme 3.20.  Soit (xn, yn) ∈ CC1,C2 une suite qui onverge dans C1 × C2




points d'intersetion de sn ave les murs de X ( numérotés via la paramétrisation de sn ). Nous
allons montrer par l'absurde que les suites (xin)n∈N onvergent dans X.
On a deux as à distinguer :
• Toutes les suites (xin)n∈N divergent. En partiulier, la suite (x
1
n)n∈N diverge dans X, quitte
à extraire, on peut supposer qu'elle onverge dans X ; et la suite (xn)n∈N onverge dans
X.
• Il existe un i0 = 2, ..., N tel que la suite (x
i0
n )n∈N diverge dans X mais sous-onverge dans
X et la suite (xi0−1n )n∈N onverge dans X.
Dans le premier as, le lemme 3.21 montre que la suite (yn)n∈N diverge, e qui est absurde.
Dans le seond as, le lemme 3.21 appliqué aux segments [xi0−1n , yn] montre que la suite (yn)n∈N
diverge. Ce qui est absurde. Don, les suites (xin)n∈N onvergent. Par onséquent, les points x et
y sont reliés par une réunion nie de segments qui vérie de plus que sa restrition à la réunion
de deux ellules adjaentes est un segment. Ce hemin est don un segment.
On peut à présent montrer le lemme 3.16
Démonstration du lemme 3.16.  Les lemmes 3.19 et 3.20 montrent que si CC1,C2 6= ∅ alors
CC1,C2 = C1 × C2. On peut dénir le graphe A dont les sommets sont les ellules de X et deux
sommets de A sont reliés si les ellules orrespondantes bordent un même mur. Une simple
réurrene sur la distane dans le graphe A à une ellule de départ C0 montre que, pour tout
n, la réunion des ellules à distane inférieure ou égale à n de C0 est une partie onvexe. On
pourra remarquer que le graphe A est l'arbre inni de valene 3.
3.2.5. L'espae Qδ1,δ2,δ3 est homéomorphe à R
2
. 
Proposition 3.22.  Soient δ1, δ2, δ3 trois éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques ou pa-
raboliques de SL3(R), l'espae Qδ1,δ2,δ3 est homéomorphe à R
2
.
La démonstration de ette proposition est l'objet des deux prohains paragraphes. Cette
démonstration est une légère généralisation de elle de Goldman ([Gol90℄) qui ne traite pas les
as où les δi sont paraboliques ou quasi-hyperboliques.
3.2.5.1. Paramétrisation de l'hexagone.  On ommene par introduire l'espae suivant :
H′ =

(T0, T1, T2, T3) tel que :
1. T0, T1, T2, T3 sont des triangles épointés et le triangle T0




Ti est un hexagone
onvexe a exatement 6 tés

Le groupe SL3(R) agit proprement et librement sur H
′
, on note H le quotient H′/SL3(R). Nous
allons montrer le lemme suivant.
Lemme 3.23.  L'espae H est homéomorphe à R4.
Démonstration.  Les notations sont les mêmes que elles de la gure 6. Commençons par
nommer les sommets du triangle T0. On notera p1 l'intersetion de T0, T2 et T3, p2 l'intersetion
de T0, T3 et T1 et p3 l'intersetion de T0, T1 et T2. On peut supposer que leurs oordonnées sont
données par :
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
p1 = [1 : 0 : 0]
p2 = [0 : 1 : 0]
p3 = [0 : 0 : 1]
On notera q1 le sommet de T1 qui n'intersete pas T0, q2 le sommet de T2 qui n'intersete pas
T0 et q3 le sommet de T3 qui n'intersete pas T0.

q1 = [−1 : b1 : c1]
q2 = [a2 : −1 : c2]
q3 = [a3 : b3 : −1]
Où, les quantités b1, c1, a2, c2, a3, b3 sont stritement positives. Le stabilisateur de p1, p2, p3
dans SL3(R) est le groupe D des matries diagonales à diagonale stritement positive. On
onsidère l'élément g donné par la matrie suivante :
g =
 λ 0 00 µ 0
0 0 ν

Où, les quantités λ, µ, ν sont stritement positives. L'ation de g sur H′ xe les points


































Ti est onvexe qui possède exatement six tés si et seulement si pour tout




Elles vérient : σ1σ2 = ρ1ρ2ρ3. C'est e qu'il fallait montrer. On a même le lemme plus préis
suivant.
Lemme 3.24.  Il existe des appliations ontinues ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2 de l'espaeH vers R telles
que l'appliation (ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2) : H → I est un homéomorphisme, où I = {(ρ1, ρ2, ρ3, σ1,
σ2) ∈ R


































Figure 12. Toutes les situations possibles si γ est onjugué à A ou B
3.2.5.2. Paramétrisation des éléments γi.  Nous allons avoir besoin du lemme suivant.
Lemme 3.25.  Soient T et T ′ deux triangles ouverts disjoints de P2 qui ont un sommet p
en ommun et un élément γ de SL3(R) qui xe p, tel que γT = T
′
. Si le spetre de γ est réel
positif alors γ est hyperbolique ou quasi-hyperbolique ou parabolique.
Démonstration.  Il sut de montrer que γ ne peut pas être onjugué à l'une des deux matries
suivantes :
A =
 α 0 00 α 0
0 0 α−2
 B =
 1 1 00 1 0
0 0 1

où α > 1.
Il est faile de voir que l'image de tout triangle ouvert T par un élément onjugué à l'une de
es deux matries qui xe un sommet de T est un triangle T ′ tel que l'intersetion T ∩ T ′ est
non vide.
On peut à présent montrer la proposition suivante :
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Proposition 3.26.  Il existe des appliations ontinues ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2, κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2,
κ3, µ3, ν3 de l'espae Qδ1,δ2,δ3 vers R telles que l'appliation (ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2, κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2,
κ3, µ3, ν3) : Qδ1,δ2,δ3 → E est un homéomorphisme, où
E =

(ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2, κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2, κ3, µ3, ν3) ∈ R
14
tel que :
ρ1, ρ2, ρ3 > 1, σ1, σ2 > 0
κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2, κ3, µ3, ν3 > 0
1. σ1σ2 = ρ1ρ2ρ3
2. κ1µ1ν1 = κ2µ2ν2 = κ3µ3ν3 = 1
3. κ1ν2µ3 = κ2ν3µ1 = κ3ν1µ2 = 1
4. κi = λ(δi), pour i = 1, ..., 3.
5. − µi + νi(ρi − 1) = τ(δi), pour i = 1, ..., 3.

.
Démonstration.  On se donne (T0, T1, T2, T3) ∈ H et on herhe γ1 (resp. γ2 resp. γ3) onju-
guée à δ1 (resp. δ2 resp. δ3) telle que γ1(T2) = T3, γ2(T3) = T1, γ3(T1) = T2 et tel que γ3γ2γ1 = 1.
Nous allons avoir besoin de travailler dans R3 plutt que dans P2. On notera ei un relevé de pi
et fi un relevé de qi, pour i = 1, ..., 3. On peut supposer que l'on a :
e1 = (1, 0, 0)
e2 = (0, 1, 0)
e3 = (0, 0, 1)

f1 = (−1, b1, c1)
f2 = (a2,−1, c2)
f3 = (a3, b3,−1)












On peut don érire les matries de γ1, γ2, γ3 dans la base (e1, e2, e3) :
γ1 =
 κ1 ν1c2a3 + κ1a2 ν1a30 ν1c2b3 − µ1 ν1b3
0 −ν1c2 −ν1
 γ2 =
 −ν2 0 −ν2a3ν2b1 κ2 ν2a3b1 + κ2b3
ν2c1 0 ν2a3c1 − µ2

γ3 =
 ν3b1a2 − µ3 ν3a2 0−ν3b1 −ν3 0
ν3b1c2 + κ3c1 ν3c2 κ3

On peut aluler le déterminant de γ1, γ2, γ3, on trouve :
det(γ1) = κ1µ1ν1, det(γ2) = κ2µ2ν2, det(γ3) = κ3µ3ν3
De plus, il est lair que le produit γ3γ2γ1 vérie :
γ3γ2γ1(e1) = (κ1ν2µ3) e1, γ3γ2γ1(f2) = (κ2ν3µ1) f2, γ3γ2γ1(e3) = (κ3ν1µ2) e3
Il vient que le produit γ3γ2γ1 vérie γ3γ2γ1 = 1 si et seulement si κ1ν2µ3 = κ2ν3µ1 = κ3ν1µ2 =
1.
Il reste à omprendre la ondition "γi est onjuguée à δi" pour i = 1, ..., 3. Nous allons
montrer que l'élément γi est onjugué à δi pour i = 1, ..., 3 si et seulement si κi = λ(δi) et
−µi + νi(ρi − 1) = τ(δi) pour i = 1, ..., 3.
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Supposons que κi = λ(δi) et −µi + νi(ρi − 1) = τ(δi) pour i = 1, ..., 3. Alors un alul
faile montre que le spetre de γi est réel positif. Par onséquent, le lemme 3.25 montre que
γi est hyperbolique ou quasi-hyperbolique ou parabolique. La proposition 3.13 montre que les
éléments γ1, γ2 et γ3 préservent un ouvert proprement onvexe. La proposition 2.13 montre
que l'élément γi est onjugué à l'élément δi pour i = 1, ..., 3 puisque λ(γi) = κi = λ(δi) et
τ(γi) = −µi + νi(ρi − 1) = τ(δi).
Supposons à présent que γi est onjuguée à δi pour i = 1, ..., 3 alors lairement λ(γi) = κi =
λ(δi) et τ(γi) = −µi + νi(ρi − 1) = τ(δi) pour i = 1, ..., 3.
Démonstration de la proposition 3.22.  La proposition 3.26 montre qu'il ne reste plus qu'à
montrer que E est homéomorphe à R2. On pose λi = λ(δi) et τi = τ(δi), pour i=1,...,3. On
ommene par résoudre les équations (2.), (3.), (4.), elles forment un système de 6 équations
qui se ramène failement à un système d'équations linéaire de rang 5, on obtient :


























s−1 κ3 = λ3
Ave un paramètre s qui vérie s > 0. On peut à présent résoudre les équations (5.), on
obtient pour i = 1...3 :




















Pour nir, il faut résoudre (1.), on obtient :
σ1 = tρ2 et σ2 =
ρ1ρ3
t
Ave un paramètre t qui vérie t > 0.
La proposition 3.12 montre que βf (Pδ1,δ2,δ3) est homéomorphe à Qδ1,δ2,δ3 , on a don le orol-
laire suivant :
Corollaire 3.27.  Soient δ1, δ2, δ3 ∈ SL3(R) des éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques
ou paraboliques alors l'espae βf(Pδ1,δ2,δ3) est homéomorphe à R
2
.
Cei onlut la démonstration du inquième point du théorème 3.7 et par onséquent sa
démonstration aussi.
4. Composantes onnexes d'espae de représentations
4.1. Préliminaires. 
4.1.1. Le as ompat.  Le but de ette partie est de montrer que les strutures projetives
proprement onvexes sont en fait des objets très naturels. Préisons notre pensée en donnant le
théorème suivant qui montre que les strutures projetives proprement onvexes sur les surfaes
ompats sont des objets naturels.
Théorème 4.1 (Koszul-Choi-Goldman).  L'espae des modules des strutures projetives
proprement onvexes sur une surfae ompate S est une omposante onnexe de l'espae des
représentations, à onjugaison près, du groupe fondamental de S dans SL3(R).
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L'ouverture de l'espae des modules des strutures projetives proprement onvexes sur une
surfae ompate a été démontrée par Koszul dans [Kos68℄. Choi et Goldman ont montré dans
[CG93℄ que et espae est fermé. Goldman a montré dans [Gol90℄ que et espae est onnexe.
4.1.2. Espaes de représentations.  Nous allons montrer un résultat analogue dans le as non
ompat. Comme le groupe fondamental d'une surfae de type ni non ompate est un groupe



















Pour avoir une présentation du groupe fondamental de la surfae Σg,p, on se donne un point
base x0 de Σg,p et on peut hoisir 2g + p laets (ai)i=1...g, (bi)i=1...g et (cj)j=1...p omme sur la
gure 13, de et façon les laets (ai)i=1...g et (bi)i=1...g font le tour des anses de Σg,p, alors que
les laets (cj)j=1..p font le tour des pointes de Σg,p, ainsi, le groupe fondamental pi1(Σg,p) de Σg,p
admet alors la présentation :
pi1(Σg,p) =< a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp | [a1, b1] · · · [ag, bg]c1 · · · cp = 1 >
Dans la suite du texte on suppose que p est un entier supérieur ou égal à 1. Le groupe fon-
damental pi1(Σg,p) de Σg,p est alors un groupe libre à 2g + p − 1 générateurs. Les laets élé-
mentaires (à orientation près) de Σg,p sont donnés par les éléments (cj)j=1,...,p de pi1(Σg,p), on
gardera ette notation tout au long du texte.
Le lemme suivant qui est très lassique sera utile.
Lemme 4.2.  Soit P = {γ ∈ SL3(R) | γ est parabolique}, l'ensemble P des éléments parabo-
liques de SL3(R) est une sous-variété de SL3(R) de dimension 6.
Démonstration.  Commençons par remarquer que P = {γ ∈ SL3(R) | (γ − 1)
3 = 0 et (γ −
1)2 6= 0}. L'ensemble P est don un ouvert de Zariski du fermé de Zariski {γ ∈ SL3(R) | (γ −
1)3 = 0}. Par onséquent P est une variété algébrique. Le groupe SL3(R) agit par onjugaison
sur P et ette ation est transitive. Il vient que P est une variété algébrique lisse. Le stabilisateur
Stab de la matrie :
g =
 1 1 00 1 1
0 0 1
 ∈ P




 1 a b0 1 a
0 0 1
 a, b ∈ R
 .
L'ensemble P est don une sous-variété de SL3(R) de dimension 8-2=6.




2g × P p
H irr =

(A1, ..., Ag, B1, ..., Bg, C1, ..., Cp) ∈ H Le groupe engendré par





(A1, ..., Ag, B1, ..., Bg, C1, ..., Cp) ∈ HP Le groupe engendré par
(A1, ..., Ag, B1, ..., Bg, C1, ..., Cp)
est irrédutible

Ces espaes sont des sous-variétés. Pour le premier, e fait est évident. Pour le seond, le
lemme 4.2 rend e fait évident. L'espae H irr (resp. H irrP ) est un ouvert de H (resp. HP ) par
onséquent 'est une variété.
On déni sur H l'appliation diérentiable R : H → SL3(R) donné par :
R : (a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp) 7→ [a1, b1] · · · [ag, bg]c1 · · · cp
.
L'image réiproque de {1} par R dans H s'identie naturellement ave l'espae des représen-
tations du groupe fondamental de Σg,p dans SL3(R). L'identiation est obtenue par l'évaluation
d'une représentation ρ : pi1(Σg,p)→ SL3(R) sur les éléments a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp.
On dira qu'une représentation de Σg,p dans SL3(R) onserve les paraboliques lorsque l'image
des laets (cj)j=1..p est parabolique.
Bien entendu, l'image réiproque de {1} par R dans HP (resp. H
irr
resp. H irrP ) s'identie
naturellement ave l'espae des représentations qui onservent les paraboliques (resp. irrédu-
tibles resp. irrédutibles et qui onservent les paraboliques) du groupe fondamental de Σg,p.
On notera HomP = R
−1






{1}) l'ensemble des représentations
(resp. irrédutibles) du groupe fondamental de Σg,p dans SL3(R) qui onservent les parabo-
liques.
Goldman a montré le lemme suivant grâe au alul de Fox dans [Gol84℄.
Lemme 4.3.  L'appliation R : HP → SL3(R) donné par :
R : (a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp) 7→ [a1, b1] · · · [ag, bg]c1 · · · cp
est une appliation diérentiable dont le rang au point (a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp) est égale
à la odimension du entralisateur du groupe engendré par a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp dans
SL3(R).
Corollaire 4.4.  L'espae HomirrP est une variété de dimension 16g + 6p− 8.
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Démonstration.  Le lemme 4.2 montre l'espae HP est une variété de dimension 8×2g+6×p.
Le sous-ensemble H irrP de HP est un ouvert et don une sous-variété de HP de même dimension.




{1} est une sous-variété de H irrP de
dimension 8× 2g + 6× p− 8 = 16g + 6p− 8.
On peut trouver une démonstration de Goldman de la proposition suivante dans [Gol90℄.
Proposition 4.5.  Le groupe SL3(R) agit proprement et librement sur l'espae H
irr
.
Le orollaire suivant est à présent lair.
Corollaire 4.6.  Le quotient RepirrP = Hom
irr
P /SL3(R) est une variété de dimension 16g −
16 + 6p.
On s'intéresse à l'espae suivant :
β ′g,p =

ρ est dèle et disrète,
ρ : pi1(Σg,p)→ SL3(R) ρ préserve un ouvert proprement onvexe Ωρ,
∀j = 1, ..., p, ρ(cj) est parabolique,
Ωρ/ρ(pi1(Σg,p)) est homéomorphe à la surfae Σg,p.

L'holonomie d'une struture projetive proprement onvexe fournit une appliation de βf(Σg,p)→
βg,p = β
′
g,p/SL3(R). Il est lair que ette appliation est ontinue et l'auteur a montré qu'elle était
injetive dans [Mar 1℄. Elle est même sujetive. En eet, l'identiation ϕ : Σg,p → Ωρ/ρ(pi1(Σg,p))
fournit une représentation ρ′ de pi1(Σg,p) vers SL3(R) qui préserve l'ouvert Ωρ. Mais, l'automor-
phisme ρ−1 ◦ ρ′ : pi1(Σg,p)→ pi1(Σg,p) n'a auune raison d'être intérieur. Le théorème de Nielsen
montre que quitte à omposer ϕ à la soure par un homéomorphisme on peut supposer que
ρ−1 ◦ ρ : pi1(Σg,p)→ pi1(Σg,p) est intérieur.
De plus, l'auteur a montré dans [Mar 1℄ que βg,p ⊂ Rep
irr
P . On noteRepP l'espae topologique
quotient HomP/SL3(R). Il faut faire attention que ontrairement à Rep
irr
P , la topologie de et
espae n'a rien d'évidente, en partiulier elle n'a auune raison d'être séparée. Le théorème
suivant montre que les strutures projetives proprement onvexe de volume ni sont des objets
naturels.
Théorème 4.7.  L'appliation holonomie de βf (Σg,p) vers RepP est un homéomorphisme
sur son image βg,p, en partiulier βg,p est une omposante onnexe de RepP .
La démonstration de e théorème se déroule en deux parties. On ommene par montrer que
βg,p est un fermé de RepP . Ensuite, omme la topologie de βf(Σg,p) est onnue nous utiliserons
le théorème d'invariane du domaine pour montrer que βg,p est un ouvert de Rep
irr
P . Enn,
omme RirrP est un ouvert de RepP , on obtiendra l'ouverture de βg,p dans RepP .
4.2. Fermeture de β ′g,p.  Nous onsarons ette partie à la démonstration de la fermeture.
Cet exposé est inspiré de l'artile [CG93℄ qui traite le as ompat. Leur démonstration ontient
beauoup d'idées mais ne gère pas le as non ompat.
Proposition 4.8.  L'espae β ′g,p est un fermé de Hom(pi1(Σg,p), SL3(R)).
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4.2.1. Lemmes préliminaires.  On aura besoin du lemme suivant dû à Goldman et Millson
[GM87℄ :
Lemme 4.9 (Goldman-Millson).  Soient Γ un groupe de type ni n'admettant pas de
sous-groupe distingué nilpotent inni et G un groupe de Lie, alors l'ensemble des morphismes
dèles et disrets de Γ vers G est fermé dans l'ensemble des morphismes de Γ vers G.
On rappelle le lemme suivant que l'on a énoné au début de e texte.
Lemme 4.10.  Soit Ω un ouvert proprement onvexe et γ ∈ Aut(Ω) d'ordre inni alors
Tr(γ) > 3.
Lemme 4.11.  Soit ρ une représentation dèle et disrète d'un groupe libre non abélien Γ
dans SL3(R), si ρ n'est pas irrédutible alors il existe un γ ∈ Γ tel que Tr(γ) < 1.
Démonstration.  Supposons que la représentation ρ n'est pas irrédutible alors il existe une
droite D ou un plan Π préservé par ρ. On note G le stabilisateur dans SL3(R) de ette droite




 ∗ 0 0∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

Dans les deux as, on a un morphisme ϕ : G → SL2(R) tel que pour tout γ ∈ [G,G] on a
Tr(γ) = 1+Tr(ϕ(γ)). Le sous-groupe ρ([Γ,Γ]) de SL3(R) est un sous-groupe libre et disret d'un
onjugué du groupe spéial ane de R2 ou (R2)∗. Par onséquent, la représentation ϕ ◦ ρ : Γ→
SL2(R) restreinte à [Γ,Γ] est dèle et disrète. Le groupe ϕ ◦ ρ([Γ,Γ]) est don un sous-groupe
libre non abélien et disret de SL2(R). Le lemme 4.12 qui suit onlut la démonstration.
Ce lemme est démontré dans [CG93℄.
Lemme 4.12.  Tout groupe libre non abélien et disret de SL2(R) possède des éléments dont
la trae est stritement négative.
Le lemme suivant est aussi démontré dans [CG93℄.
Lemme 4.13.  Soient (X, d) un espae métrique ompat et une suite (γn)n∈N d'homéo-
morphismes uniformément lipshitziens de X, on suppose que pour tout n ∈ N, l'élément γn
préserve un fermé Fn. On suppose que les fermés Fn onvergent vers un fermé F de X pour la
topologie de Hausdor. Enn, on suppose que la suite (γn)n∈N onverge uniformément vers un
homéomorphisme γ de X. Alors, γ préserve F .
Démonstration.  Soit y ∈ F , il faut montrer que γy ∈ F . On se donne un réel ε > 0.
La suite (γn)n∈N onverge uniformément vers γ, par onséquent il existe N1 ∈ N tel que :
∀n > N1, ∀x ∈ X, d(γnx, γx) <
ε
2
Les homéomorphismes (γn)n∈N sont uniformément lipshitziens, par onséquent, il existe un
C > 0 tel que :
∀n ∈ N, ∀x, y ∈ X, d(γnx, γny) < Cd(x, y)
La suite Fn onverge pour la topologie de Hausdor vers le fermé F par onséquent, il existe
une suite yn ∈ Fn telle que yn onverge vers y. Il existe don N2 ∈ N tel que :
∀n > N2, d(yn, y) <
ε
2C
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On a don :







Dès que n est supérieur à N1 et N2. La suite (γnyn)n∈N de points de Fn onverge don vers γy.
Le point γy est don dans F .
4.2.2. Preuve de la fermeture. 
Lemme 4.14.  L'ensemble des représentations disrètes, dèles, irrédutibles et qui pré-
servent un ouvert proprement onvexe d'un groupe libre Γ non abélien dans SL3(R) est fermé
dans l'espae des représentations de Γ dans SL3(R).
Démonstration.  Soit une suite ρn de représentations de Γ qui onverge vers une représenta-
tion ρ∞ de Γ. Le lemme 4.9 montre que ρ∞ est dèle et disrète.
Commençons par montrer que la représentation ρ∞ est irrédutible. Le lemme 4.10 montre
que pour tout γ ∈ Γ et tout n ∈ N on a Tr(ρn(γ)) > 3. Par onséquent, omme la trae est
une fontion ontinue, on a pour tout γ ∈ Γ, Tr(ρ∞(γ)) > 3. Le lemme 4.11 montre que la
représentation ρ∞ est irrédutible.
Montrons à présent que ρ∞ préserve un ouvert proprement onvexe Ω∞. Pour tout n, la
représentation ρn préserve un ouvert Ωρn proprement onvexe de P
2
. On onsidère la 2-sphère
eulidienne S2 et on note pi : S2 → P2 le revêtement universel anonique de P2. L'ouvert




On munit S2 de la topologie de Hausdor via sa métrique eulidienne anonique, l'ensemble
des ompats de S2 forment un espae ompat. Et, l'ensemble des fermés onvexes de S2 est un
fermé de et espae. On peut don supposer, quitte à extraire, que la suite des fermés onvexes
Ω′ρn onverge vers un fermé onvexe C∞ de S
2
.
Pour tout élément γ ∈ Γ, la suite des ρn(γ) est uniformémént lipshitzienne puisque ette
suite est onvergente dans SL3(R). Le lemme 4.13 montre que C∞ est ρ∞-invariant. On a quatre
possibilités pour le onvexe fermé C∞ :
• Le onvexe C∞ est proprement onvexe et d'intérieur non vide,
• Le onvexe C∞ est un segment,
• Le onvexe C∞ est un point,
• Le onvexe C∞ n'est pas proprement onvexe.
On va montrer que seul le premier as est possible. Pour ela remarquons que dans les
trois autres as il existe une droite D de R3 ou un plan Π de R3 qui est invariant sous ρ∞. Par
onséquent dans es trois as, la représentation ρ∞ n'est pas irrédutible. Ce qui est absurde.
Pour montrer la proposition 4.8. Il ne nous reste plus qu'à montrer que le quotient S∞ =
Ω∞/ρ∞(pi1(Σg,p)) est homéomorphe à Σg,p. C'est le point où la démonstration dière du as
ompat, en eet dans le as ompat le groupe fondamental aratérise la topologie de la
surfae.
Démonstration de la proposition 4.8.  Soit une suite ρn ∈ β
′
g,p de représentations qui onverge
vers une représentation ρ∞. Le lemme 4.14 montre que ρ∞ est dèle, disrète, irrédutible et
préserve un ouvert proprement onvexe Ω∞.
Pour ela, on se donne une triangulation idéale T de la surfae topologique S = Σg,p. Le
relèvement de T fournit une triangulation T˜ de la surfae topologique S˜. On note devn : S˜ → Ωn
la développante assoiée à ρn.
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Comme la développante devn est un homéomorphisme sur un ouvert proprement onvexe et
l'holonomie de tous les bouts de la surfae Sn = Ωn/ρn(pi1(Σg,p)) est parabolique, l'image par
devn de tout relevé du bord d'un triangle topologique de T˜ onverge en +∞ (resp.−∞) vers
un point de ∂Ωn qui est xé par un élément parabolique de Γn. Ainsi, si λ est un té d'un
des triangles de la triangulation T˜ , on notera λn =]devn(λ)(−∞), devn(λ)(+∞)[. De plus, les
images par devn de deux relevés quelonques λ
1
, λ2 qui bordent le même triangle de T˜ ont
la même limite en +∞ ou bien −∞. On a don onstruit, pour tout n ∈ N, grâe à T˜ une
triangulation idéale et géodésique T˜n de l'ouvert Ωn préservé par ρn(Γ). Si T˜ désigne un triangle
de T˜ alors on notera T˜n le triangle orrespondant dans la triangulation T˜n de l'ouvert Ωn. Nous
allons montrer que la suite de triangulation (T˜n)n∈N sous-onverge vers une triangulation idéale
et géodésique de Ω∞ préservée par ρ∞(Γ).
La suite des ouverts proprement onvexes Ωn onverge vers l'ouvert proprement onvexe Ω∞.
Pour tout triangle topologique Ti de T , on xe un relevé de T˜i. Soit i0 = 1, ..., N , on se donne λ
un des 3 tés du triangle T˜i0 ⊂ S˜. Nous allons montrer que, quitte à extraire, la suite (λn)n∈N
onverge vers un segment non trivial de Ω∞. Il est évident, que quitte à extraire, la suite des
segments fermés (λn)n∈N onverge vers un segment de C∞. Mais il n'est pas lair que e segment
n'est pas réduit à un point. Nous allons montrer que ette possibilité est absurde.
Supposons qu'il existe un segment λ˜ tel que la suite de segment λn onverge vers un point
p∞ de ∂Ω∞. Quitte à extraire, on peut alors supposer que l'une des deux omposantes onnexes
S˜moit de la surfae S˜ − λ vérie que, pour tout triangle T˜ de la triangulation T˜ , si T˜ est inlus
dans S˜moit alors T˜n onverge vers le point p∞.
Pour tout i = 1, ..., N , l'orbite sous Γ du triangle topologique T˜i ⊂ S˜ intersete l'ouvert
S˜moit. Par onséquent, pour tout triangle topologique T˜ de T˜ la suite (T˜n)n∈N onverge vers un
point de ∂Ω∞. On onsidère le triangle topologique T˜ ′ qui bordent λ et qui n'est pas ontenu
dans S˜moit. La suite (T˜ ′n)n∈N onverge vers un point, et e point est p∞ puisque le segment λn
onverge vers le point p∞.
Pour montrer que e raisonnement entraine que, pour tout triangle topologique T˜ de notre
triangulation T˜ , la suite (T˜n)n∈N onverge vers le point p∞, on peut introduire le graphe dual G
de la triangulation T˜ sur S˜. En faisant une réurrene sur la distane de graphe d'un triangle
topologique T˜ de la triangulation T˜ à T˜ ′, on obtient failement le résultat.
Par onséquent, omme la représentation ρ∞ est la limite des représentations ρn, on a que ρ∞
xe le point p∞, e qui est absurde puisque ette représentation est irrédutible. On vient don
de montrer que pour tout i = 1, ..., N , et pour tout té λ du triangle T˜i ⊂ S˜, la géodésique λn de
Ωn onverge vers une géodésique de Ω∞. Par onséquent, la triangulation (T˜n)n∈N sous-onverge
vers une triangulation de Ω∞ préservée par ρ∞(Γ). La surfae S∞ est don homéomorphe à la
surfae Σg,p.
4.3. Conlusion.  On est à présent en mesure de montrer le théorème 4.7. Pour ela, on
rappelle le théorème de l'invariane du domaine du à Brouwer.
Théorème 4.15 (Brouwer, invariane du domaine).  SoientM,N deux variétés de même
dimension et i : M → N une injetion ontinue. Si M est onnexe et l'image de i est fermée
alors i est un homéomorphisme de M vers une omposante onnexe de N .
Démonstration du théorème 4.7.  L'appliation naturelle de βf(Σg,p) vers R
irr
P est une inje-
tion ontinue. La proposition 4.8 montre que son image est fermée, le théorème 3.6 montre
que βf(Σg,p) est une variété de dimension 16g − 16 + 6p, le orollaire 4.6 montre que R
irr
P est
une variété de dimension 16g − 16 + 6p. Le théorème 4.15 nous montre que l'holonomie est un
homéomorphisme de βf(Σg,p) vers son image βg,p dans R
irr
P . Par onséquent, βg,p est à la fois
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ouvert et fermé dans RirrP . Mais l'irrédutibilité est une ondition ouverte don R
irr
P est ouvert
dans RP , par suite βg,p est ouvert dans RP . La proposition 4.8 montre βg,p est aussi fermé dans
RP . Ce qui onlut la démonstration du théorème 4.7.
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